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Συναρτήσεις & Κέρματα
1. Η Πέππα και η Σούζυ έχουν δύο κέρματα, ένα σωστά φτιαγμένο (με πιθανότητα να φέρει 1 ίση με

p = 1
2 ), και ένα ελατωματικό, με πιθανότητα να φέρει 1 ίση με πιθανότητα q ̸= 1

2 . Δυστυχώς, καθώς
έπαιζαν, τα δύο κέρματα μπλέχτηκαν ώστε δεν μπορούν πλέον να ξεχωρίσουν ποιό είναι ποιό. Υπάρχει
τρόπος ώστε να διεξάγουν ρίψεις ώστε το αποτέλεσμα να είναι ίσο με 1 με πιθανότητα ακριβώς 1

2 ;
Λύση: Έστω Pr[bA = 1] = p και Pr[bB = 1] = q.
Από τον πίνακα αληθείας της αποκλειστικής διάζευξης έχουμε ότι Pr[b = 1] = Pr[bA = 1 ∧ bB =
0]+Pr[bA = 0∧bB = 1]. Άρα: Pr[b = 1] = p ·(q−1)+(p−1) ·q = p ·q−p+p ·q−q = 2p ·q−p−q.

2. Σε μία συσκευή υπάρχει μια γεννήτρια τυχαίων αριθμών η οποία σε κάθε κλήση επιστρέφει ένα τυχαίο
bit. Στις προδιαγραφές της συσκευής, η γεννήτρια επιστρέφει 1 με πιθανότητα 1

2 .
Δυστυχώς, για λόγους κόστους, ο Βασίλης προμηθεύτηκε συσκευές Β΄ διαλογής, στις οποίες η γεννή-
τρια επιστρέφει 1 με πιθανότητα 1

2 + δ, όπου 0 < δ < 1
2 .

(αʹ) Ο Βασίλης πιστεύει ότι μπορεί να βελτιώσει την συμπεριφορά της γεννήτριας εάν κάθε φορά που
χρειάζεται ένα bit καλεί τη γεννήτρια δύο φορές και κάνει XOR τα αποτελέσματα. Εξηγήστε τι
σημαίνει «βελτιώσει» τη συμπεριφορά, και εξετάστε (αυστηρά) αν η διαίσθηση του Βασίλη είναι
σωστή.

(αʹ) Η συμπεριφορά θα «βελτιωθεί» αν το αποτέλεσμα της διαδικασίας εμφανίζει μικρότερη “από-
σταση” (στα επόμενα μαθήματα θα ορίσουμε τυπικά τη στατιστική απόσταση) από την ομοιό-
μορφη από το δ που πετύχαμε με την απλή χρήση της γεννήτριας. Άρα θα υπολογίσουμε την
απόσταση από την ομοιόμορφη κατανομή της ιδέας του Βασίλη, και θα τη συγκρίνουμε με το δ.
Έστω Y μια μεταβλητή που ακολουθεί την κατανομή της (Β’ διαλογής) γεννήτριας (πέρα από
τηνX που ορίσαμε ήδη). Θεωρήσαμε δύο διαφορετικές μεταβλητές για να αναπαραστήσουμε τις
δύο διαφορετικές κλήσεις που θα γίνουν στη γεννήτρια. Η πρόταση του Βασίλη είναι ισοδύναμη
με το να χρησιμοποιήσει τη μεταβλητή Z := X ⊕ Y . Μένει να υπολογίσουμε τις πιθανότητες
Pr[Z = 0], Pr[Z = 1] και να υπολογίσουμε την απόσταση από την ομοιόμορφη οπως παραπάνω.
Έχω:

Pr[Z = 0] = Pr[((X = 0) ∩ (Y = 0)) ∪ ((X = 1) ∩ (Y = 1))]

= Pr[(X = 0) ∩ (Y = 0)] + Pr(X = 1) ∩ (Y = 1), αφού τα δύο γεγονότα είναι ξένα.
= Pr[X = 0] · Pr[Y = 0] + Pr[X = 1] · Pr[Y = 1], αφού τα γεγονότα είναι ανεξάρτητα.

=

(
1

2
− δ

)2

+
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1

2
+ δ

)2

=
1

4
− δ + δ2 +

1

4
+ δ + δ2

=
1

2
+ 2δ2

Προφανώς, Pr[Z = 1] = 1− 1
2 + 2δ2 = 1

2 − 2δ2.
Άρα, η ιδέα του Βασίλη, επιστρέφει 1 με απόκλιση 2δ2 από το ιδανικό, αντί δ που είχαμε αρχικά.
Στην σκέψη αυτή μας βοηθά ότι για την παραγωγή ενός bit, υπάρχουν μόνο δύο ενδεχόμενα τα
οποία αναγκαστικά είναι συμπληρωματικά. Άρα, αρκεί να μελετήσουμε το ένα από αυτά (π.χ. την
πιθανότητα να παραχθεί το 1).
Μένει να συγκρίνουμε το δ με το 2δ2. Γνωριζουμε από την εκφώνηση ότι 0 < δ < 1

2 άρα αφού
δ θετικό δ2 < 1

2δ άρα 2δ2 < δ, οπότε η πρόταση του Βασίλη είναι βάσιμη.
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3. Στο παράδειγμα που εξετάσαμε στο μάθημα, θεωρήσαμε ότι αρκεί μονάχα η Αλίκη να χρησιμοποιήσει
σχήμα δέσμευσης για το μηνυμά της –αφού μιλάει πρώτη, ενώ ο Βασίλης δεν χρειάζεται.
Ο Βασίλης προτείνει για λόγους συμμετρίας να στέλνει και αυτός μια δέσμευση αντί για το αρχικό
μήνυμα του, και αναλόγως να προστεθεί ένας τέταρτος γύρος στον οποίο «ανοίγει» τη δεσμευσή του.
Είναι ασφαλής η παραλλαγή του Βασίλη;
Υπόδειξη. Θεωρήστε ότι η Αλίκη κερδίζει το παιχνίδι όταν το αποτέλεσμα είναι 1.
Σημείωση. Ακόμα δεν έχουμε δει αυστηρά τη σύνταξη ενός σχήματος δέσμευσης, οπότε μπορείτε
να χρησιμοποιήσετε ένα απλουστευμένο υποθετικό σχήμα όπου το Com(a) → (c, r) παράγει μια
δέσμευση c στην τιμή a και μια απόδειξη r, ενώ το V er(a, c, r) → {0, 1} ελέγχει εάν πράγματι το c
περιέχει το a με βάση το r.

4. Να υπολογίσετε το 1232022 mod 23.

Λύση: Στη βάση εργαζόμαστε modulo 23 και, αφού ο p είναι πρώτος, λόγω του ΜΘF στον εκθέτη
εργαζόμαστε modulo 23− 1 = 22. Άρα έχουμε 1232022 ≡ 82022 ≡ 842 ≡ 820 mod 23. Συνεχίζουμε
γράφοντας 820 ≡ 260 ≡ 216 ≡ 323 · 2 ≡ (9)3 · 2 ≡ 27 · 27 · 2 ≡ 4 · 4 · 2 ≡ 32 ≡ 9 mod 23

5. Να υπολογίσετε (προσεγγιστικά) το log10(123456789012345678901234567890) καθώς και
το log2(123456789012345678901234567890). Δίνεται ότι log2(10) ≈ 3.3

Λύση: Το 123456789012345678901234567890 γράφεται: 1·1029+2·1028+. . .+9·101+0 ≈ 1029, άρα
ο λογαριθμός του με βάση το 10 είναι περίπου 29. Για το λογάριθμο με βάση το 2 εφαρμόζουμε τον τύπο
αλλαγής βάσης όπου logb(a) = logc(a)·logc(b), άρα έχουμε log2(123456789012345678901234567890) ≈
29 · 3.3 = 95.7. (Ο κανονικός υπολογισμός δίνει τιμή περίπου 96.64).

6. Να υπολογίσετε το log2 5 mod 37. Χρησιμοποιείστε τον αλγόριθμο Baby step, Giant step, ο οποίος
δίνεται παρακάτω.
Στον αλγόριθμο Baby step, Giant step, θέλουμε να λύσουμε την εξίσωση gx = h mod p «σπάζοντας»
τον άγνωστο λογάριθμο 0 ≤ x < p− 1 σε x = b+ S ·G, όπου S = ⌈

√
(p− 1)⌉ και b,G ≤ S.

Για να το κάνουμε αυτό, ξαναγράφουμε την εξίσωση ως gS·B ≡ h · g−b, με αγνώστους το B και
το b. Έτσι, μπορούμε να εξαντλήσουμε όλες τις περιπτώσεις, με 2S υπολογισμούς (και O(n logn)
συγκρίσεις για ταξινόμιση), αντί τους p− 1 = S2 υπολογισμούς της προφανούς λύσης.

Παρατήρηση. Επειδή το 37 είναι πρώτος και 37 − 1 = 36, η τάξη της πολλαπλασιαστικής ομάδας
του Z∗

37 είναι 36. Η τάξη του 2 ξέρουμε ότι διαιρεί το 36 και άρα υπάρχουν πολλές μη τετριμμένες
περιπτώσεις για την τάξη του. Σε περίπτωση που η τάξη του 2 δεν είναι 36, τότε δεν παράγει όλη την
ομάδα, άρα ενδέχεται το 5 να μην εμφανιστεί ως δυναμή του, και ο ζητούμενος λογάριθμος να μην
υπάρχει.

Λύση:

Παρατήρηση. Εμείς μπορούμε είτε να εξετάσουμε την τάξη του 2 πριν αρχίσουμε τους υπολογισμούς,
είτε να τους κάνουμε γνωρίζοντας ότι ενδεχομένως δε θα προκύψει λύση. Για να ελέγξουμε την τάξη
μπορούμε να δοκιμάσουμε τους διαιρέτες του 36: 2,3,4,6,9,12,18. Για συντομία, αρκεί να επιβεβαιώ-
σουμε ότι 212 ≡ 100 ≡ 26 ̸= 1 mod 37 και 218 ≡ −1 ̸= 1 mod 37. (Οι πράξεις αναλυτικότερα
βρίσκονται παρακάτω).

Αφού το 37 είναι πρώτος, η ομάδα μας έχει τάξη 36. Έστω x ο ζητούμενος λογάριθμος, τότε ο x θα
γράφεται ως b + G · 6 με b,G ≤ 5. Οπότε θέλουμε να λύσουμε την εξίσωση 2b+6G = 5 mod 37, ή
ισοδύναμα: 2b = 5 · 2(−6)·G.
Ετοιμάζουμε τις δυνάμεις του 26.

• Για G = 0 έχουμε 26G ≡ 1 mod 37
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• Για G = 1 έχουμε 26G ≡ 64 ≡ −10 ≡ 27 mod 37 (Αφαιρούμε το 37 · 2 = 74 για να
πάρουμε−10. Ως αποτέλεσμα κρατάμε το 26 που είναι ο αντιπρόσωπος της κλάσσης, αλλά όποτε
εξυπηρετεί στις πράξεις το υπολογίζουμε και ως -10).

• ΓιαG = 2 έχουμε 26G ≡ 642 ≡ (−10)2 ≡ 100 ≡ −11 ≡ 26 mod 37 (Αρχίζουμε θεωρώντας
στο 26 ως -10 για ευκολία στις πράξεις. Μετά αφαιρούμε 3 · 37 = 111.)

• Για G = 3 έχουμε 26G ≡ −10 · (−11) ≡ 110 ≡ −1 ≡ 36 mod 37

• Για G = 4 έχουμε 26G ≡ −10 · −1 ≡ 10 mod 37

• Για G = 5 έχουμε 26G ≡ −11 · −1 ≡ 11 mod 37

Για να υπολογίσουμε τα πολλαπλάσια του 2−1, πρώτα εκτελούμε την αντιστροφή: είτε υψώνουμε στην
35η είτε χρησιμοποιούμε ευκλείδια διαίρεση. Με την Ευκλείδια διαίρεση, έχουμε:

37 = 18 · 2 + 1

1 = 37 + (−18) · 2
1 ≡ 0 + (−18) · 2 mod 37

Άρα, ο αντίστροφος του 2 είναι ο −18 ≡ 19 και συνεχίζουμε με τις δυνάμεις του 19.

• Για b = 0 έχουμε 19b ≡ 1 mod 37

• Για b = 1 έχουμε 19b ≡ 19 mod 37

• Για b = 2 έχουμε 19b ≡ 19 · 19 ≡ 361 ≡ 361− 370 ≡ −9 ≡ 28 mod 37.
• Για b = 3 έχουμε 19b ≡ 19 · (−9) ≡ −171 ≡ 185− 171 ≡ 14 mod 37. (Χρησιμοποιούμε το
ότι 37 · 5 = 185).

• Για b = 4 έχουμε 19b ≡ (−9) · (−9) ≡ 81 ≡ 81− 74 ≡ 7 mod 37.
• Για b = 5 έχουμε 19b ≡ (14) · (−9) ≡ 148 − 126 ≡ 22 mod 37. (Χρησιμοποιούμε το ότι
37 · 4 = 148)

Έπειτα, πολλαπλασιάζουμε τις δυνάμεις του 19 επί 5.

• Για b = 0 έχουμε 5 · 19b ≡ 5 mod 37

• Για b = 1 έχουμε 5 · 19b ≡ 5 · 19 ≡ 95− 74 ≡ 21 mod 37

• Για b = 2 έχουμε 5 · 19b ≡ 5 · 28 ≡ 140− 111 ≡ 29 mod 37.
• Για b = 3 έχουμε 5 · 19b ≡ 5 · 14 ≡ 70− 37 ≡ 33 mod 37.
• Για b = 4 έχουμε 5 · 19b ≡ 5 · 7 ≡ 35 mod 37.
• Για b = 5 έχουμε 5 · 19b ≡ 5 · 22 ≡ 110− 74 ≡ 36 mod 37.

Συγκρίνοντας τις λίστες, βλέπουμε ότι για G = 3, b = 5 έχουμε και στις δύο, την τιμή 36. Δηλαδή:

218 ≡ 5 · 2−5 mod 37 οπότε,
223 ≡ 5 mod 37
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